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XIII-3. 


Intendiamo presentare qui alcune osservazioni e risultati preliminari 
connessi con problemi trattati da diversi punti di vista da vari autori, in parti 


colare da H. Komatsu [3], S. Mizohata [5], F. Colombini-E. De Giorgi-S. Spagnolo 


1 
[1] ), 
81. Consideriamo il problema di Cauchy 
(atia(t,x,D, )+a(t,x,D,))u = 0 (t,x) e [O,T]XR" 
(1.1) À 
u(o,x) = g(x) xeR". 


ove A(t,x,E) ha valori reali, x1€C({0,T};51*°?); aec(10,t1: sP»5:1) peJ0,1L, sdi. 


Sia poi 

{s}_ N. . -si-lolizo 
Y,3 {#eC (R); FA>0: sup al AT"! [D®g] ic +e, 

2 2 

L o L 

MIELE TS} p E: 
Il problema (1.1)si dice ben posto in y 2 Se Ygey 2 esiste una ed una sola so- 
L L 


luzione u(t,x) di (1) tale che u(t,-)ey5), Wte[0,T]. 
L 


In [5] Mizohata prova mediante un metodo di "energia microlocale" i] 
Teorema 1.1. Supposto che X sia omogenea di grado 1 in & ed 
{°) 
i) alt,x,E) = alt,x,E) + a'(t,x,6) 


ove a€eC([0,T]; sP:5:1) è omogenea di grado pe]0O,llint& ed a' è di ordine 


<p, una condizione necessaria affinché il problema (1.1) sia ben posto in vi 
L 


1) Si veda anche S. Spagnolo [7]. 
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quando s>1/p è che 
vi n, N 
Rea(x,0,€) 20 W(x,E) ER xR 


La buona positura del problema (1.1) in spazi di Gevrey di indice s, . 
quando s € ]1,1/p[ è stata dimostrata da vari anni. 
In vista di estendere il risultato del Teorema 1.1 al problema di 


Cauchy per sistemi iperbolici del tipo 


(9,1 + in(t,x,D,) + A(t,x,D,))u = 0 (t,x) e [0,T] x R" 


u(o,x) = g(x) xeR" 


con A matrice hermitiana 2x2 di ordine 1 ed A matrice 2x2 di ordine p, equivalen 
ti alle equazioni del secondo ordine con coefficienti hélderiani di ordine 1-p 
considerate in [1], appare necessario rinunciare ad ammettere su a ipotesi del 


tipo della i) del Teorema Lil 


Esaminiamo qui il caso semplice in cui in (1.1)\ed a non dipendano 


da x. 


Anziché in NY richiederemo che (1.1) sia ben posto in spazi di fun 
L 
zioni e di ultra distribuzioni di Gevrey definiti in [6] da V.P. Palamodov. 


Dati i numeri positivi s,u,A,h sia 


ui = {geC"(R"), sup al” 0°!" lexp(h]x]!/*) [0600 -1a13"% 4 +0}. 
. x,a ., 


SSA . ; , s,A 
Ma è uno spazio di Banach con la norma | L% P 
LI 


» 
>» 


A 
h 


s,A 


1.» Si definiscono 
uh 


Se A<A', h'<h è ghi SA Gg 
uh bo 


2) Si veda per es. Ss. Mizohata [4], K. Taniguchi [8]. 


gls? - lim lim s.A 


{u} h+0+ Brio u,h 


(s) _ lim lim .s,A 
Sp — —0$ 


h+ot A+0+ Veli 
In [6] è provato che 


{s}, _ {u} 
i RE 


{u} 


(sa 
F(S\°/) = S(5) 


{u} 


ove F indica la trasformazione di Fourier, definita da 


ta (Flo fe La deg. 


Analoghe relazioni valgono per gli spazi duali sca 


U ' 
spazi indicati. Così per es. FIS) ) = giu) 


g(5) 


F(S 


(515) 


gls} _ 


(u) 


(u) 


{s} 
(u) 


(u) 


(a tia(t,0, )+ta(t,D,))u =0 


(1.2) 
ufo,x) = g(x) 


xeR 


lim 


_— 


h+to0 


lim 


h++%0 


) & g(u) 


)=S 


lim 


A+to 


lim 


cas .$ 


A>o+ 


{s}® 


(u) 
(s) ” 


{s}." 


Consideriamo dunque il problema 


(t,x) e[0,T] x R 


n 
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con A(-,7) ed al» ,E)E LE (to,t]) per ogni ge R" e tali che per una costante A>O 


(1.3) SUp sup al** ale! (141724121 ja 


t,X a 


PET to 
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(1.4) sup SUp gi * alelcisjepyP*1°! lapa(t,5) |< +0,  pelo.lI 
LaX a 


ed inoltre con A avente valori reali. 


( 


oppure gesto) e cerchiamo u(t,x) appartenente ad uno 


1} 
di questi spazi per ogni te [0,T] deve essere 


(aptix(t,6)+a(t,6))U(t,6) = 0 (1,6) 6[0,M * R" 


U(0,E) = SE) ser", 


e quindi 


t 


t 
(1.5) Ut,0) = (Mep(-i f ate -f ata). 
(o) (o) 


Da (1.5) segue che te) est) oppure it.) €S{1/p) secondo che 


(1/p) (1/p)" ; . e(1/P) alp) 
gES{1} oppure gES{1} . Dunque (1.2) è ben posto IN St) ed in S(1} P 


> ; n 
Supponiamo ora che esistano t°e [0,7], n°eR, |n°|=1, ce [1/p,s]» 
una costante positiva c ed una successione P, ++t° per i quali 


(o) 


2/0 (* 
(1.6) p I Re alt,p n°)dt s -c 9 Lane a 
Vv Vv È 
(o) 
osservato che se s=1/p st5) - st5!'c sl5)'c s(1/9)" se sesti vale (1.5) e da 
dii 0 e {1} fi > {1} i 5 


{s}! 
questa segue che U(t,€) è una funzione analitica in E. Quando inoltre u(t°,-)€ si è 


u(t°,-) E He e quindi per ogni e>0 esiste c70 tale che 


|ù {t9;E)] # c, suplate|/% È ver”. 


Dalla (1.5) ed (1.6) segue allora che 


XITI-7, 


1/s-1/0 


(1.7) Ig(o n°)| sc, exp(-(c-ep. 


1/0 MI 
Jo, Pi vil. 
Sia ora 


exp(-h[(y-r)(r-y)}7!/(5-1), se -rkyCr 


n 
9(x) = []w(x,) con v(y) - 
"- 0 se |y|=r, 


h>0. 


' {s} (sì) | . isa 
E FEDNS(}} \ Sn s inoltre per delle costanti Co? A indipenden- 


ti da p>0, h ed n°, è 3) 
iù e ' si 2 
[G(on°) e 18(0) 1""*(G/h)*(o/n) (7141/25) []n1-1+1/2s 

J 


1/s -1/2s 


exp[-c,(o/h) 2 |nj/1(1+0((o/h) )) 
J 


U 
ove £ è il numero delle LA #0 [Te 2' sono eseguite rispetto a questi j. 
j j 


Per tale g non potrà quindi valere la (1.7) se a<s e se g=s quando 
e €]o,c[, non appena si scelga h>0 sufficientemente grande. Se si verifica (1.6) 


non potrà quindi accadere che per la soluzione u(t,x) di (1.2) sia u(1°,-)esttl 
{s} 


per ogni 9ES.1}- Si é così provata la 


Proposizione 1.2. Affinché il problema (1.2) sia ben posto in noi 


ed in 7 » S=1/p, è necessario che per ogni ce [1/p,s] 


: È 
(1.8) ica "sb | Re a(t,pn)dt > 0 wtelo,T] e nES._15 {ne R"; [n=1}. 
p+rto (o) i 


3) Si veda per es. [2] e [3]. 
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Corollario 1.3. Sia 


r 
a(t,E) = È ap(ts6). 
=0 


con le a., h=0,...,r, funzioni integrabili rispetto a t in [0,T] per ogni 


h? 
pe R", soddisfacenti la (1.4) con Ph in luogo di p, O=p <P] € <P_ét» e per 
h = 1,...,r omogenee in & di ordine p, per |e| abbastanza grande. Allora 


affinché il problema (1.2) sia ben posto in st od in S , s21/p è neces 


sario che per ogni ve [0,T], nESR-1 


ha 
(1.8,) J Re a_(t;n) dt 20 
(o) 
e 
È 
J Rea (t,n)dt 20 
(o) 


per gli h<r tali che pp=1/5 se 

t 
J Re a.(t,n)dt = 0 j = htlaegste 
; J 


Se dr è continua come funzione di t, (1,8,) fornisce il risultato del Teorema 1.1 
quando X ed a non dipendono da x. 


Notiamo infine che dalla (1.5) segue la 


Proposizione 1.4. Affinché il problema (1.2) sia ben posto in 


{s} ; {ist , si 

S(1} ed in S£1} è sufficiente che 
lim _-1/s di 

(1.9) Wwtelo,T] o I) Re a(t,on)dt=20 uniformemente rispetto ad nESRI" 
p+rto 0 


Ciò accade sempre se s<1/p e per s=1/p quando vale (1.8) con o=1/p. Infatti come conse 
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guenza della (1.4), esistono due costanti positive d, d' tali che 
la(tson!)-a(t,0n°J]sdo? [nt-n°],nl,n°e Sn=1° {rl < d' 
e dunque come conseguenza della (1.8) con 0=1/p, WVe>0 Ac 70 tale che 
È 


J Re a(t,E)dt > celelPc, , cer", te[0,T], 
(0) 


ossia (1.9). Dunque 


Proposizione 1.5. La (1.8) con 0=1/p è necessaria e sufficiente affinché il 


problema (1.2) sia ben posto in s!1/p} ed in s{Wp}'. 
{1} {1} 
8 2. Consideriamo ora il problema 


(atia(t,D_)+A(t,D,))u = 0 in [o,TI x R" 
(2.1) 


u(o,x) = g(x) xeR" 


con A(t,€) ed A(t,E) matrici mxm, la prima hermitiana, i cui elementi siano funzio 
ni integrabili rispetto a t in [0,T] soddisfacenti le (1.3), (1.4) rispettivamente. 


(1/p),m 1/p) \m 
{1} ) dr) 


uno di questi spazi per ogni te[0,T] deve essere 


Se ge (S oppure gel e cerchiamo u(t,x) appartenente ad 
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i ail 20 (t,e)e[0,T} xRÈ 
(2.2) 
lit0,%) = g(£) cer" 
Posto 
upltoe) = inf Re((intA)(t,)v,v) = inf Re(A(t,E)v,v) 
m m 
vec vel 
\v|=1 \v|=1 
e 
u° = sup Re((iA+A)(t,E)v,v) = sup Re(A(t,E)v,v) 
vel" vec! 
|vj=1 |v|=1 


è noto che per le soluzioni di {2.2) valgono le maggiorazioni 


+ 


(2.3) | Gase) s Ic0,0)lexp(- fue) 
0 
v vv È 0 n 
(2.3') [uct,e)1a|ÙiC0,e)lexp(- f 0°(1,8)d0) (1,6) e10,T] x R 
(0) 


Osservato che esiste c>0 tale che 


pu (4801 + le°(,0)] s cOHien® (t,6) €TO,T] x R" 


m 


m 
dalla (2.3) segue che il problema (2.1) è ben posto in Gi) ed in ila Ja 


Dalle (2.3') e (2.3) ragionando come per provare le Proposizioni 1.2 ed 1.4 si pro 


va la 
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Proposizione 2.1. Affinché il problema (2.1) sia ben posto in 


ob od in (sn i, » S=1/p, è necessario che per ogni c € [1/p,s] 
t 
lim -1/0 (o) 
(2.4) So È J u (t,pn)dr20 Y(t,n) EIO,TIXS 1 


(o) 


ed è sufficiente che 


È 
(2.5) ytel[0,T] lim "dt | u(tspn)drz0 uniformemente rispetto ad nes, 
prto [o] 


sd” 
La condizione necessaria (2.4) è evidentemente poco soddisfacente, an 
che se vale in ipotesi "abbastanza generali" su A ed A. Sarebbe interessante pro- 
Vare una condizione necessaria più forte ammettendo che A(t.,pn) abbia soltanto au 
tovalori semplici per ogni (t,n)e [O,T]x Sne1 e p sufficientemente grande. 
Un caso in cui può ottenersi un miglioramento della (2.4) si ha suppo 


nendo che A sia omogenea in & di ordine 1 e come nel Corollario 1.3 che 


r Ph 
Alt,pn) = ) Ap(t.n)o 
h=0 


Osp Pf. <p. C1. Se Ph = = s con k intero > r, posto Pigi il sistema (2.2) si 
scrive 

k È k-h 
(2.6) (e ‘agtiA(t,n) + ) A(time!) u=o 


h=0 


Supposto che A abbia soltanto autovalori semplici X m e di più che A ed 


1 
A, siano analitiche in t, da noti teoremi sul comportamento asintotico per e+0+ 


delle soluzioni di (2.6)), Si trae che (2.6) ha una matrice fondamentale di so 


4) Si veda per es. W. Wasov [9]. 
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luzioni U(t,n,e) tale che 


U(t,n,€) = V(t,n.€) exp(-Q(t,n,e)) 


ove V(t,n,e) \D v(t,n)e" e+0+ » det vlt) #0, 
h=0 


e Q(t,n,e) è una matrice diagonale della forma 


k 


Q(t,n,e) = DO Qp(time"" 
h=1 
t t 
con Q, (tan) = diagl(i J i (tan)dra..., i il Ipltsn)dr). 
[e] (0) 


Da ciò segue che se 9-1 lt)» j = 1,...,m, sono gli elementi della 
diagonale della matrice Qi affinché il problema (2.1) sia ben posto in 


{Sh odi in {s} yM 


(Sn (St) 


A s21/p_» è necessario che 


w(t,n) e [0,T]x Sne1 $ Req,_j;(t»n)2 00, i=1,...,M 


Questo risultato tuttavia non si applica al caso dei sistemi 2x2 a cui 


si è accennato nel n. 1. 
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